DM 6 — Matrices et polynémes : corrigé 4)
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Exercice 1 : Vers les polynémes de matrices ¢ ¢ ca+adc be

et donc
1) Comme on réalise une division euclidienne de XF¥ par P, on a deg Ry, < deg P = 2. Ainsi A2 0A ST, — a®>+be ab+bd o[ @ b 5 10
Ry, est de degré au plus 1, ¢’est un élément de K;[X]. On peut donc Iécrire sous la N Tl = ca+dc be+d® | c d + 01
forme Rk:akaerk avec a, b € K. B <a2+bc—9a+6 ab + bd — bo )
= 2
2) « Pour k =0, on remarque que catdc—cf bet+d —0d+o

Ainsi, en utilisant que 8 = a + d et 6 = ad — be, on vérifie aprés calculs (qui sont omis

0_ 1 _ .
X'=1=0P+1 et deg(1) < deg P dans ce corrigé) que A% — A+ 61, =0

1y e e .+ 1 0 .
donc il s’agit de la division euclidienne de X" par P. Ainsi Ry = 1. On a donc 5) o Initialisation : pour k =0, on a AV =1, = apA + byl par la question 2. La propriété
est donc vérifiée pour k = 0.
(ag, by) = (0,1) s 12 . k s
o Hérédité : soit k € N tel que A" = aiA + brlo. Montrons que cette propriété est

o Pour k=1, on a de méme X' = X = 0P + X avec deg X < deg P donc R; = X. vraie au rang k + 1.

Ainsi, AR = g A 4 b A
(a1,01) = (1,0) ag(0A — 01p) + b A par la question 4

e Pourk =2, 0ona X? = P+(#X —0) avec deg(fX —4) <1 < deg P donc Ry = 0X —4. = (Bax + bp)A — axd1y
Ainsi, = ap1 A+ b ls par la question 3

‘(ab by) = (0, _5)‘ La propriété est donc vérifiée au rang k + 1.

. E_
3) Soit k£ € N. Par définition, il existe Q € K[X] tel que » Finalement, pour tout k € N, on a A" = aA + bp L.

6) a) On sait que (X — A)(X — Ag) divise P, et donc il existe u € C* tel que
P=p(X = M)(X = Ag)

X = QP+ ar X + by

On va déterminer la division euclidienne de X**! par P & partir de cette relation. En

multipliant par X, on a donc En égalisant les coefficients dominants, on trouve y = 1. Ainsi P = (X —X)(X —\g).

Or, pour tout k € N| il existe @ € K[X] tel que

k+1 __ 2
X =XQP+ a; X+ b X Xk:(X—)\l)(X—)\Q)Qk+akX+bk

Or, par la question précédente, X* = P + 60X — §, d’'ot En évaluant en Ay puis en en \g, on trouve
XM = XQP + apP + apfX — Say, + b X AL = aphi + by
= [XQ+ ax] P + (axf + b)) X — day, X5 = apha + by
On pose S = (agf + b)) X — da,. Comme degS < deg P, il s’agit bien de la division La résolution donne
euclidienne de X**! par P. Ainsi, par unicité du reste, Ryr1 =5 = ap1X +bryq. Ainsi, VY
par identification, A E = (A — No) R
Ap4+1 = akﬂ —+ bk et bk+1 = *50% k k k k
AAT — AAS = by — by AT — ALAS
by = ——"—=
Ao — A1




b)

—29 40

PourA:(_24 33

),ona9=—29+33=4et5=—29><33—40>< (—24) = 3.
Ainsi,
P(X)=X*—4X+3= (X -1)(X -3)
On peut donc poser (A1, A2) = (3,1). Alors par ce qui précede,
_3k_1k_3k_1
W T
k-3  3-3

1-3 2

by =

On en déduit par la question 5 que

k_l k _
Ak‘:<3 5 )A—(3 5 3)12

Comme X est racine double, on a P = (X — \)% Or, pour tout k € N, il existe
Q € K[X] tel que

X = (X — )\)QQ + arp X + by,
En évaluant en \, on trouve A* = a;\ + by. De plus, en dérivant 1'égalité ci-dessus,
on trouve :
1) Si k=0, on a I’équation 0 = 2(X — A\)@ + ag et en évaluant en A, on obtient
ap = 0.
2) Si k > 1, on a Péquation kX* 1 =2(X —A\)Q + (X — N)2Q' + a; et en évaluant
en A, on obtient a; = kA¥L.
0 sik=0 ) sik=0
o ot by = M — ap\ = o

1
Finalement, a; =
g {m“ sik>1 N1 —k) sik>1

Pour A = (?)) _Z>, onaf=2—4=-2ectd=2(—4)—3(-3) = 1. Ainsi,
P(X)=X*+2X+1=(X+1)
On peut donc poser A = —1. Alors par ce qui précede,
0 sik=0 )
= td e = (—1)" 1k
i {k; ) (—DF sik>1 0 Cone (=1)

b =N —apd = (=1)F — (=D = (=1D)F (1 — k)

On en déduit par la question 5 que

AP = (“1)'kA+ (-1)F (1 - k) I

3

Exercice 2 : Un systeme paramétré

Résoudre en fonction du parametre m € C, le systéme suivant d’inconnues complexes :

r—yt+z=m
r+my—z=1
r—y—z=1

On passe en matrice augmentée :

1 -1 1 |m 1 -1 1 m
1 m —-1|1 0 m+1 =2|1—m | Ly—1I4
1 -1 —1] 1 0 0 -2/1-m) Iy—1I,
e Sim = —1, alors le systéme devient
1 -1 1] -1 -1 1 | -1
00 -2 2 0 0 2
0 0 —2| 2 0 0 0 0 Ly — Ly

Ainsi, si m = —1, alors
S={(zy2)eR|z=y, 2=-1}={(y,y,—1) [y €R}

e Sim # —1, alors on a 3 pivots (sur la diagonale) et donc on repasse en systéme :

m—1
r—yt+z=m T T
m+1ly—2z=1-m ((m+lly+l—-m=1—-m
—2z=1-m x_y:m_m—l
2
m—1 m—1
z=— z=—
2 2
(m+1)y=0 y=0 carm+1#0
+m+1 m+1
= _ r=—
2 2
) m+1 _m-—1 , .
Finalement, pour m # 1, on a § = 770,7 . Note : c’est un singleton,

pour chaque valeur de m fixée, il n’y a qu’un triplet solution. En quelque sorte, S est
un ensemble qui dépend de m et on devrait plutot le noter S,,,.



